
Ìíîãî÷àñòè÷íàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå

Óïðàæíåíèÿ (40 áàëëîâ)

Óïðàæíåíèå 1 (Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå, ââåäåíèå, 30 áàëëîâ)

Â ýòîì íàáîðå óïðàæíåíèé ìû ïîêàæåì, êàê óñòðîåíû îäíî÷àñòè÷íûå è ìíîãî÷àñòè÷íûå âîëíîâûå ôóíêöèè íà ÿçû-
êå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ[
ψ̂(x), ψ̂†(y)

]
∓
= ψ̂(x)ψ̂†(y)∓ ψ̂†(y)ψ̂(x) = δ(x− y), à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ψ̂(x) |0⟩ = 0. Âî âñåõ óïðàæíåíèÿõ èññëåäóéòå

îáå ñòàòèñòèêè � Áîçå è Ôåðìè.

1. (5 áàëëîâ) Îïðåäåëèì îäíî÷àñòè÷íûé êîîðäèíàòíûé áàçèñ åñòåñòâåííûì îáðàçîì êàê |x⟩ ≡ ψ̂†(x) |0⟩ è äâóõ÷àñòè÷-
íûé |x1,x2⟩ ≡ ψ̂†(x1)ψ̂

†(x2) |0⟩. Êàê âûãëÿäèò íîðìèðîâêà ýòèõ ñîñòîÿíèé ⟨x|x′⟩ è ⟨x1,x2|x′
1,x

′
2⟩? Êàê çàïèñûâàåòñÿ

ïðîåêòîð íà îäíî÷àñòè÷íîå P̂(F1) è äâóõ÷àñòè÷íîå P̂(F2) ïîäïðîñòðàíñòâà ÷åðåç ýòè âåêòîðà?

2. (5 áàëëîâ) Ïóñòü ñîñòîÿíèå |ψ1⟩ îïèñûâàåòñÿ íåêîé èçâåñòíîé îäíî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèåé ψ1(x). Êàê âûðà-
çèòü îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû â òàêîì ñîñòîÿíèè ÷åðåç ïîëåâûå îïåðàòîðû, òàê ÷òî |ψ1⟩ = â†[ψ1(r)] |0⟩? Ïîêàæèòå
íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ⟨x|ψ1⟩ = ψ1(x).

3. (5 áàëëîâ) Òåïåðü ïî àíàëîãèè ðàññìîòðèòå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì îäíà ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñî-
ñòîÿíèè ψ1(x), à âòîðàÿ � â ñîñòîÿíèè ψ2(x), îðòîãîíàëüíîì ψ1(x). Ïîêàæèòå íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì,
÷òî ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ12(x1,x2) = ⟨x1,x2|ψ1, ψ2⟩ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äåòåðìèíàíò Ñëýòåðà â ñëó÷àå, åñëè ψ-îïåðàòîðû îáðàçóþò ôåðìèîííóþ àëãåáðó, è ïåðìàíåíò ìàòðèöû äëÿ áî-
çîííîé àëãåðáû. Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîåêòîðîâ, óáåäèòåñü, ÷òî ñîñòîÿíèå àâòîìàòè÷åñêè
íîðìèðîâàíî: ⟨ψ1, ψ2|ψ1, ψ2⟩ = 1.

4. (5 áàëëîâ) Ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì äâóõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

V̂ =
1

2

�
dx1dx2ψ̂

†(x1)ψ̂
†(x2)V (x1 − x2)ψ̂(x2)ψ̂(x1) (1)

íà áàçèñíîå ñîñòîÿíèå |x1, . . . ,xN ⟩, äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî îïåðàòîðà ñîîòâåòñòâóþùåìó îïåðàòîðó â ïðåä-
ñòàâëåíèè ïåðâè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ:

V̂ =
1

2

∑
n ̸=m

V (xn − xm) (2)

5. (10 áàëëîâ) Ðàññìîòðèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà V̂ ïî ñîñòîÿíèþ |ψ1, ψ2⟩. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ
äâà ÷ëåíà, ïåðâûé èç êîòîðûõ èìååò ñìûñë êëàññè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïëîòíîñòåé (¾÷ëåí Õàðòðè¿), à âòîðîé
íå èìååò êëàññè÷åñêîé èíòåïðåòàöèè, è ê òîìó æå çàâèñèò îò ñòàòèñòèêè (¾÷ëåí Ôîêà¿, èëè æå ¾îáìåííûé ÷ëåí¿).

Óïðàæíåíèå 2 (Ýôôåêòèâíîå ¾âçàèìîäåéñòâèå¿, 10 áàëëîâ)

Ðàññìîòðèòå ñèñòåìó äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû m â ïîòåíöèàëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

Ĥ =
p̂21
2m

+
p̂22
2m

+
mω2x̂21

2
+
mω2x̂22

2
.

Çàïèøèòå âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû Ψ(x1, x2), îòâå÷àþùóþ ñîáñòåííîìó ñîñòîÿíèþ ñ ýíåðãèåé E = 2ℏω, è âû÷èñëèòå〈
(x1 − x2)

2
〉
â ýòîì ñîñòîÿíèè. Ðàññìîòðèòå îòäåëüíî êàæäûé èç òð¼õ ñëó÷àåâ, êîãäà äâå ÷àñòèöû: a) ðàçëè÷èìû, b)

íåðàçëè÷èìûå ôåðìèîíû, c) íåðàçëè÷èìûå áîçîíû.

Çàäà÷à 1 (Ôëóêòóàöèè ÷èñëà ôåðìèîíîâ íà îòðåçêå, 35 áàëëîâ)

Âñòóïëåíèå: Êàê ïðàâèëî, â çàäà÷àõ ìíîãî÷àñòè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÷èñëî ÷àñòèö N ôèêñèðîâàííî � è ðàáîòàòü
íåîáõîäèìî íå âî âñ¼ì Ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå, íî â ïîäïðîñòðàíñòâå FN , ÷òî, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî íåóäîáíî: ñêàæåì,

çàäà÷à ïîèñêà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé ïîèñêà óñëîâíîãî ìèíèìóìà (ýíåðãèè, ïðè óñëîâèè
〈
N̂
〉

= N).

Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà � ýòî ââîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: âìåñòî óñëîâíîãî ìèíèìóìà
îïåðàòîðà Ĥ, íåîáõîäèìî èñêàòü áåçóñëîâíûé ìèíèìóì îïåðàòîðà Ĥ ′ = Ĥ − µN̂ ; à çàòåì íàõîäèòü çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ

Ëàãðàíæà µ (êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà) èç óñëîâèÿ
〈
N̂
〉
= N . Òàêîé òðþê ðàáîòàåò êàê äëÿ

ïîèñêà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (ìèíèìèçàöèÿ ýíåðãèè), òàê è äëÿ ïîèñêà òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ïðè
êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå (ìèíèìèçàöèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè).

Ðàññìîòðèòå îäíîìåðíóþ ñèñòåìó N áåññïèíîâûõ ôåðìèîíîâ, æèâóùèõ íà îäíîìåðíîé îòðåçêå áîëüøîé äëèíû L
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (äëÿ âñåé çàäà÷è ïîäðàçóìåâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë L → ∞ ïðè

1



ôèêñèðîâàííîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö n = N
L ; ïîýòîìó âñå ïîïðàâêè âèäà ∼ 1

N ìîæíî ñ ÷èñòîé ñîâåñòüþ âûáðàñûâàòü);
ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥel =

� L

0

dxψ̂†(x)

(
− ℏ2

2m
∇2 − µ

)
ψ̂(x) (3)

1. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, äèàãîíàëèçóéòå ãàìèëüòîíèàí Ĥel � ïðèâåäèòå åãî ê âèäó íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
¾ôåðìèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ¿ Ĥel =

∑
p ϵpâ

†
pâp, ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè {âp, â†p′} = δpp′ . Êàêîé çàêîí

äèñïåðñèè ïîëó÷åííûõ êâàçè÷àñòèö ϵp?
Óêàçàíèå: óäîáíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè êâàíòîâîå ÷èñëî p, êîòîðîå ïåðå÷èñëÿåò ñîñòîÿíèÿ � ýòî ôèçè÷åñêèé
èìïóëüñ ÷àñòèö: îí õîðîøî îïðåäåë¼í â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû L→ ∞.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |Ω⟩ òàêîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò çàïîëíåííîé ôåðìè-ñôåðå, à èìåííî � |Ω⟩ =∏
|p|<pF

â†p |0⟩ (÷òî â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ñ np = θ(pF − p)). Ñâÿæèòå âåëè÷èíó

ãðàíè÷íîãî èìïóëüñà Ôåðìè pF ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì (êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå ýíåðãèè Ôåðìè). Ñâÿæèòå îáå

ýòè âåëè÷èíû ñ êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö n èç óñëîâèÿ
〈
N̂
〉

= N . Âû÷èñëèòå òàêæå ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â

ïåðåñ÷¼òå íà îäíó ÷àñòèöó ϵ = 1
N

〈
Ĥ
〉
.

3. Ìîæíî ïåðåéòè îò èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíîâ ê îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæå-
íèÿ êâàçè÷àñòèö � ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ñèñòåìû � ýëåêòðîíîâ äëÿ p > pF è äûðîê äëÿ p < pF :

ĉp ≡

{
âp, p > pF

â†p, p < pF
, (4)

ïðè ýòîì àëãåáðà íîâûõ îïåðàòîðîâ òî÷íî òàêàÿ æå1, îäíàêî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |Ω⟩ â òåðìèíàõ íîâûõ ÷àñòèö
áóäåò ñîâïàäàòü ñ âàêóóìîì |0⟩. Ïåðåïèøèòå ãàìèëüòîíèàí Ĥ, à òàêæå ψ-îïåðàòîðû, â òåðìèíàõ íîâûõ îïåðàòîðîâ.
Íàðèñóéòå çàêîí äèñïåðñèè íîâûõ êâàçè÷àñòèö2.

4. Ðàññìîòðèòå îòðåçîê êîíå÷íîé (íî äîñòàòî÷íî áîëüøîé) äëèíû p−1
F ≪ l ≪ L. Îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö íà ýòîì îòðåçêå

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n̂ =

� l

0

dxψ̂†(x)ψ̂(x) (5)

Âû÷èñëèòå ôëóêòóàöèþ ÷èñëà ôåðìèîíîâ íà ýòîì îòðåçêå δn2 =
〈
n̂2

〉
−⟨n̂⟩2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòîÿùèõ òóò ñðåäíèõ,

óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êâàçè÷àñòè÷íûìè îïåðàòîðàìè ĉp, ïîñêîëüêó â òåðìèíàõ ýòèõ îïåðàòîðîâ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
ñîâïàäàåò ñ âàêóóìîì |0⟩.

5. Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ òàêîé-æå êëàññè÷åñêèé ãàç, è êàæäàÿ èç ÷àñòèö íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà ïî âñåìó îáúåìó. Íàéäèòå ïîëíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ìàëåíüêîì îòðåçêå äëèíû l;
âû÷èñëèòå ôëóêòóàöèþ ýòîãî ÷èñëà δn2. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå îòâåòû.

Èñòî÷íèê ËØ, ãëàâà 5 ¾èäåàëüíûé Ôåðìè-ãàç¿, çàäà÷à 26.

Çàäà÷à 2 (Ôðèäåëåâñêèå îñöèëëÿöèè, 25 áàëëîâ)

Ðàññìîòðèòå îäíîìåðíûé Ôåðìè-ãàç èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïî-ïðåæíåìó ïîìåù¼ííûé â òåðìîäèíàìè÷åñêè áîëüøîé
¾ÿùèê¿, íî íà ñåé ðàç ýòîò ÿùèê ìîäåëèðóåòñÿ áåñêîíå÷íûìè ñòåíêàìè â òî÷êàõ x = 0 è x = L (òåì ñàìûì, ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ � íóëåâûå âìåñòî ïåðèîäè÷åñêèõ).

1. Äèàãîíàëèçóéòå ãàìèëüòîíèàí, ïåðåéäÿ ê áàçèñó ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé îäíî÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà � ñòîÿ÷èì
âîëíàì; îïðåäåëèòå, êàê óñòðîåíî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |Ω⟩. Õîòÿ èìïóëüñ íå ÿâëÿåòñÿ òåïåðü õîðîøèì êâàíòîâûì
÷èñëîì, ïîñêîëüêó òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü íàðóøåíà ãðàíèöàìè; îäíàêî ìîäóëü èìïóëüñà � ÿâëÿåòñÿ, ïî-
ýòîìó ïî-ïðåæíåìó ìîæíî ãîâîðèòü îá èìïóëüñå Ôåðìè pF . Ïîêàæèòå, ÷òî îí ñâÿçàí ñ êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö n
òî÷íî òàêèì æå âûðàæåíèåì, êàê è â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

2. Âû÷èñëèòå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ãàçà âáëèçè ñòåíêè â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå (òî åñòü x≪ L). Îíî äà¼òñÿ
ñëåäóþùåé âåëè÷èíîé:

ρ(x) = ⟨ρ̂(x)⟩ = ⟨Ω| ψ̂†(x)ψ̂(x) |Ω⟩ (6)

1Òàêîé òðþê ðàáîòàåò òîëüêî â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Ôåðìè!
2Îáðàòèòå âíèìàíèå: ýòè îïåðàòîðû îïèñûâàþò âîçáóæäåíèÿ, à ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèé � ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà

2


