
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Çàäà÷à 1. Ïîäâåøåíàÿ öåïî÷êà (20 áàëëîâ)

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñâîáîäíî ïîäâåøåííîé öåïî÷êè äëèíû L è ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ρ â ïîëå òÿæåñòè g. Â ýòîé çàäà÷å
ïðåäëàãàåòñÿ èçó÷èòü ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îñòàâëÿþùèå öåïî÷êó â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

1. (10 áàëëîâ) Ñîñòàâèòü ëàãðàíæèàí è ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà.

2. (5 áàëëîâ) Ïåðåéòè ê Ãàìèëüòîíèàíó è âûïèñàòü óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà.

3. (5 áàëëîâ) Íàéòè ñîáñòâåííûå ìîäû ñèñòåìû.

Çàäà÷à 2. Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (50 áàëëîâ)

Ðàññìîòðèòå êîìïëåêñíîå ïîëå ψ(x) ñî ñëåäóþùèì äåéñòâèåì1:

S[ψ, ψ̄] =

�
dtddx

[
iψ̄∂tψ − ∇ψ̄∇ψ

2m
− U(x)ψ̄ψ

]
(1)

Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äåéñòâèå ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, è
ïîýòîìó ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ïåðåõîäà ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó äîëæíà áûòü ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàíà � â ÷àñòíîñòè,
òåïåðü ïîëÿ ψ è ψ̄ îêàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåíû, è òóò íåò íóæäû ââîäèòü îòäåëüíûå êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûå
èìïóëüñû. Âûâåäèòå òàêóþ ìîäèôèêàöèþ � ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà, ãàìèëüòîíèàí, ñêîáêó Ïóàññîíà è óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà.

Èññëåäóéòå ñîõðàíÿþùèåñÿ òîêè, ñëåäóþùèå èç ñëåäóþùèõ ñèììåòðèé ýòîãî äåéñòâèÿ:

1. (5 áàëëîâ) Ñèììåòðèÿ ψ(x) 7→ ψ(x)e−iφ (òîê ÷àñòèö)

2. (5 áàëëîâ) Ñèììåòðèÿ ïî îòíîøåíèþ ê òðàíñëÿöèÿì âðåìåíè t 7→ t+ T (òîê ýíåðãèè)

3. (10 áàëëîâ) Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîòåíöèàëà U(x) = const, èìååòñÿ ñèììåòðèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåí-
íûì òðàíñëÿöèÿì x 7→ x+ a (òåíçîð äàâëåíèé).

4. (10 áàëëîâ) Îïðåäåëèòå, êàê èçìåíèòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ èìïóëüñà, åñëè òåïåðü äîáàâèòü
âíåøíèé ïîòåíöèàë U(x).

5. (20 áàëëîâ) Êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà ìàññû m íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè â ñôåðè÷åñêîé òð¼õìåðíîé ïîëîñòè
ðàäèóñà R ñ áåñêîíå÷íûìè ñòåíêàìè. Èñõîäÿ èç íàéäåííîãî â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ òåíçîðà äàâëåíèé, îïðåäåëèòå
äàâëåíèå, êîòîðîå îíà îêàçûâàåò íà ñòåíêè.

Çàäà÷à 3. Òåîðèÿ âîçìóùåíèÿ (30 áàëëîâ)

Ïóñòü íàì çàäàí ôóíêöèîíàë F [ϕ|α] â êîòîðîì äèíàìè÷åñêîì ïîëåì âûñòóïàåò ϕ(r), à ïîëå α(r) ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì è
çàäàííûì. Íàñ èíòåðåñóåò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äîñòèãàþùååñÿ íà ðåøåíèè êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ - δF/δϕ = 0. Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ìû íå ìîæåì ðåøèòü â îáùåì âèäå äëÿ α(r), çàòî èìååì ðåøåíèå ϕ0(r)
ïðè α(r) = 0. Ïðåäïîëàãàÿ ïîëå α(r) ìàëûì, ïîëó÷èòå â îáùåì âèäå âûðàæåíèå äëÿ F (1)[α] è F (2)[α] ÷åðåç ϕ0(r), äëÿ
ôóíêöèîíàëà âèäà:

F [ϕ|α] = F0[ϕ] +

�
drϕ2(r)α(r). (2)

1Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîäîáíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â íåëèíåéíîé ãèäðîäèíàìèêå â êîíòåêñòå ¾íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà¿
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