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Условие сшивки в матричном виде (напоминание)
В квазиклассическом приближении, в общем виде в классически разрешённой области волновая функция представляется в
виде (подробный вывод смотри в [ЛЛ, глава 7 «Квазиклассический случай», §46 «Волновая функция в квазиклассическом
случае»]):

ψ(x) =
a√
p(x)

exp

(
i

∫ x

p(x)dx

)
+

b√
p(x)

exp

(
−i
∫ x

p(x)dx

)
В свою очередь, в классически запрещённой области волновая функция представляется в виде:

ψ(x) =
c√
|p(x)|

exp

(∫ x

|p(x)|dx
)

+
d√
|p(x)|

exp

(
−
∫ x

|p(x)|dx
)

Таким образом, в каждой области достаточно лишь задать два числа (a, b), соответствующие волнам, бегущим направо
и налево, или числа (c, d), соответствующие затухающим и возрастающим экспонентам соответственно, чтобы задать
волновую функцию в каждой из таких областей (нижний предел интегрирования для каждой области тоже должен быть
зафиксирован).

Области эти разделены точками остановки p(x) = 0, вблизи которых квазиклассическое приближение заведомо
неприменимо; но вблизи часто оказывается возможным решить уравнение Шрёдингера точно, и при помощи этого точного
решения «сшить» квазиклассические решения (а именно — найти связь между коэффициентами (a, b) и (c, d), которая, в
силу линейности УШ задаётся матрицей 2× 2).

Как правило, вблизи точки остановки потенциал апроксимируется прямой U(x) = Fx; благодаря чему уравнение
Шрёдингера вблизи точки сводится к уравнению Эйри:

−ψ′′ + zψ = 0, z = (2mF )1/3x

Решения этого уравнения суть Ai(z) и Bi(z) с известными асимптотиками:

Ai(z) ≈

{
1

2
√
πz1/4 exp

(
− 2

3z
3/2
)
, z → +∞,

1√
π|z|1/4 sin

(
2
3 |z|

3/2 + π
4

)
z → −∞.

, Bi(z) ∼

{
1√
πz1/4 exp

(
2
3z

3/2
)
, z → +∞,

1√
π|z|1/4 cos

(
2
3 |z|

3/2 + π
4

)
, z → −∞.

Можно заметить, что с обеих сторон асимптотики действительно определяются квазиклассическими выражениями,
но с фиксированными константами (a, b) и (c, d).

Например, функция Bi(z) соответствует (с точностью до константы, одинаковой слева и справа) c = 1, d = 0; а с
другой стороны, Bi(z) ≈ 1

2|z|1/4 (eiπ/4ei
2
3 |z|

3/2

+ e−iπ/4e−i
2
3 |z|

3/2

); тем самым, a = 1
2e
−iπ/4 и b = 1

2e
iπ/4 (обратите внимание,

что ei
2
3 |z|

3/2

соответствует e−i
∫ x p(x)dx, то есть волне, бегущей влево!).

Аналогично, Ai(z) ≈ 1
i|z|1/4 (ei

2
3 |z|

3/2+iπ4 − e−i 2
3 |z|

3/2−iπ4 ); что соответствует c = 0, d = 1, a = eiπ/4, b = e−iπ/4. Таким

образом, можно записать
(
a
b

)
= Â

(
c
d

)
с матрицей

Â =

(
1
2e
−iπ/4 eiπ/4

1
2e
iπ/4 e−iπ/4

)
, Â−1 =

(
eiπ/4 e−iπ/4

1
2e
−iπ/4 1

2e
iπ/4

)
В таком виде, матрица Â в общем виде связывает коэффициенты при растущей и затухающей волной с коэффици-

ентами при падающей и отражённой волнами (именно в таком порядке), и может быть обобщено и на обратный случай
(когда запрещённая область — слева, а разрешённая — справа).
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Двухъямный потенциал
Применим теперь наш матричный формализм к решению задачи о туннельном расщеплении уровня в квазиклассическом
двухъямном потенциале. Иной способ решения этой задачи можно найти в [ЛЛ, глава 7 «квазиклассический случай»,
§50 «прохождение через потенциальный барьер», задача 3]. Если туннельный барьер достаточно высок, а вероятность
проникновения через него — мала, то каждую из двух ям с хорошей точностью можно считать независимыми. Если при
этом потенциал симметричный, то в каждой из двух ям имеется набор квазиклассических уровней энергии, даваемых
правилом Бора-Зоммерфельда.

Рис. 1: Двухъямный потенциал

Однако, учёт возможности туннелирования — хоть и экспоненциально маленькое, но конечное перекрытие волновых
функций в каждой из ям — приводит к гибридизации. Двукратно вырожденные уровни энергии слабо (в меру малости про-
ницаемости барьера) расщепляются на пары, соответствующие симметричным и анти-симметричным волновым функци-
ям, которые с некоторой точностью являются простыми линейными комбинациями волновых функций в отдельных ямах,
|ψS〉 = 1√

2
(|ψL〉+ |ψR〉) и |ψA〉 = 1√

2
(|ψL〉−|ψR〉) (|ψS,A〉 — симметричная и антисимметричная волновые функции, а |ψL,R〉

— волновые функции, локализованные в левой и правой ямах соответственно). Такое расщепление называют туннельным
расщеплением. Такую ситуацию мы уже рассматривали на примере двух мелких ям, U(x) = −U0(δ(x − a) + δ(x + a));
теперь же рассмотрим такую задачу в квазиклассическом приближении.

• Для связанных состояний, в области I должно остаться только затухающее решение, ψ(x) ∼ e−
∫ x
x1
|p|dx; это условие

фиксирует пару коэффициентов, которые мы выберем в виде |ψI〉 =

(
0
1

)
.

• Дальше мы можем произвести сшивку в точке x1 при помощи матрицы Â; Â |ψI〉 при этом описывает коэффициенты
вблизи точки x1 в разрешённой области.

• Это решение необходимо «протащить» до точки x2, а именно:

ψII(x) ∼ ψ(1)
II e

i
∫ x
x1
p(x)dx

+ ψ
(2)
II e
−i

∫ x
x1
p(x)dx

= ψ
(1)
II e
−i

∫ x1
x2

p(x)dx
e
i
∫ x
x2
p(x)dx

+ ψ
(2)
II e
−i

∫ x1
x2

p(x)dx
e
−i

∫ x
x2
p(x)dx ≡

≡ ψ′(1)
II e

i
∫ x
x2
p(x)dx

+ ψ
′(2)
II e

−i
∫ x
x2
p(x)dx

Тем самым, это производится при помощи диагональной «трансфер-матрицы» Ŝ21 =

(
e−iS21 0

0 eiS21

)
.

• В точке x2 необходимо произвести сшивку; однако, во-первых, теперь ψ′(1)
II описывает отражённую волну, а ψ′(2)

II —
падающую. Поэтому, прежде чем «сшивать» при помощи обратной матрицы Â−1, необходимо сперва поменять их

местами, что производится при помощи матрицы Паули σ̂x =

(
0 1
1 0

)
.

• Аналогично вышесказанному, теперь необходимо «протащить» решение в квазиклассически запрещённой области.
Это делается при помощи соотношения:

ψIII(x) ∼ ψ(1)
IIIe

−
∫ x
x2
|p(x)|dx

+ ψ
(2)
IIIe

∫ x
x2
|p(x)|dx

= ψ
(1)
IIIe

∫ x2
x3
|p(x)|dx

e
−

∫ x
x3
|p(x)|dx

+ ψ
(1)
IIIe

−
∫ x2
x3
|p(x)|dx

e
∫ x
x3
|p(x)|dx

(поскольку x < x2, то именно ψ(1)
III соответствует экспоненциально растущему решению) и тем самым, это произво-

дится при помощи опять же диагональной матрицы Ŝ32 =

(
eS32 0

0 e−S32

)
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• Поскольку та волновая функция, что вблизи точки x2 соответствовала экспоненциальному росту, вблизи точки x3

соответствует затуханию (и наоборот), то их опять нужно поменять местами при помощи матрицы σ̂x.

Продолжая эту процедуру, мы приходим к выводу, что при x < x4, волновая функция следующая:

|ψV 〉 = Â−1σ̂x︸ ︷︷ ︸
x4

Ŝ43︸︷︷︸
IV

Âσ̂x︸︷︷︸
x3

Ŝ32︸︷︷︸
III

Â−1σ̂x︸ ︷︷ ︸
x2

Ŝ21︸︷︷︸
II

Â︸︷︷︸
x1

|ψI〉

Для связанного состояния, коэффициент при возрастающей экспоненте у |ψV 〉 должен быть равен нулю, то есть

|ψV 〉 =

(
0
ψV

)
. Поскольку все квазиклассические действия являются функциями энергии, то это условие — трансце-

дентное уравнение, определяющее уровни энергии данной задачи. Производя необходимое перемножение, мы получаем
следующее условие (тут учтено, что ямы одинаковы, поэтому S43 = S21 ≡ S0 и S32 = ST — «туннельное» действие):

4e2ST−2iS0 + 4e2ST+2iS0 + e−2iS0 + e2iS0 + 8e2ST − 2 = 0

которое после нехитрых преобразований приводится к виду:

4e2ST cos2 S0 − sin2 S0 = 0⇒ cot(S0(E)) = ±1

2
e−ST (E)

В рамках квазиклассического приближения, ST � 1, поэтому справа стоит малая величина. В ведущем приближении,
уровни энергии тем самым определяются условием S0(E

(0)
n ) = π(n+ 1

2 ) — что тождественно совпадает с правилом Бора-
Зоммерфельда в каждой отдельной яме (в полном согласии с тем, что было сказано в начале параграфа). Чтобы учесть
вклад правой части, необходимо разложиться:

cot(S0(E(0)
n + δEn)) ≈ cot

(
S0 +

∂S0

∂E
δEn

)
≈ −∂S0

∂E
δEn

Поскольку S0(E) =
∫ x1

x2
pE(x)dx, то ∂S0

∂E =
∫ x1

x2

dx
∂E/∂p =

∫ x1

x2

dx
v = T

2 = π
ω — где T = 2π

ω — период классического
периодического движения в каждой из ям на уровне энергии E. Тем самым, мы получаем окончательный ответ (тут
восстановлен ~ по размерности):

δEn = ±~ω
2π
e−

1
~
∫ b
a
|pE(x)|dx

Важно отметить, что интегрирование тут происходит между квазиклассическими точками остановки (а не, например,
между минимумами ям).

Расщепление действительно оказалось экспоненциально маленьким (сравните с задачей о двух мелких ямах). Кроме
того, стоит отметить, что данный ответ, вообще говоря, был получен только для высоких по энергии уровней, то есть
n � 1; однако, даже для основного состояния n = 0 он даёт правильную экспоненциальную зависимость, и правиль-
ную параметрическую зависимость предэкспоненты. Неправильным оказывается лишь число в предэкспоненте, которое
требует гораздо более нетривиальных вычислений.

Распад метастабильного состояния
Что такое метастабильные состояния? Пусть имеется яма, отделённая от континуума туннельным барьером. В
такой задаче, вообще говоря, не имеется дискретного спектра, а движение является инфинитным — всякая частица
рано или поздно «уйдёт» на бесконечность. Однако, из физических соображений понятно, что если барьер достаточно
непроницаем, а частица была «посажена» в эту яму в состояния, близкие к собственным для данной ямы, то частица будет
оставаться в яме достаточно продолжительное время; в течении которого волновая функция будет вести себя практически
как стационарная. Такие состояния называют квазистационарными, или метастабильными.

Как правило, уход частицы из такой ямы определяется экспоненциальным законом, P (t) = |ψ(t)|2 ∼ e−Γt, с достаточно
маленькой величиной Γ. Сама же волновая функция при этом с некоторой точностью эволюционирует согласно ψ(t) ∼
e−iEt−Γt/2. Таким образом, обратное время жизни квазистационарного уровня Γ = τ−1 можно интерпретировать как
комплексную добавку к энергии: E − iΓ

2 (обратите внимание, что знак этой мнимой добавки важен!). Величину Γ также
часто называют шириной уровня1.

Искать метастабильные состояния можно по-разному. Наиболее прямолинейным способом является решение нестацио-
нарного уравнения Шрёдингера, используя разложение по непрерывному спектру, и явный поиск этой самой вероятности.
Однако это может оказаться достаточно трудоёмкой задачей, и имеется более простой способ.

1Это связано в первую очередь с туннельной плотностью состояний. Для отдельного уровня, плотность состояний устроена как ν(E) =

− 1
π
Im 1

E−E0+i0
= δ(E −E0); в свою очередь, для квазистационарного состояния она устроена как ν(E) = − 1

π
Im 1

E−E0+iΓ
2

= 1
π

(Γ/2)2

(E−E0)2+(Γ/2)2
,

то есть уровень «приобретает» конечную ширину.
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Рис. 2: Квазистационарное состояние

Дело в том, что квазистационарным состояниям, как правило, соответствуют решения стационарного уравнения Шрё-
дингера, с асимптотикой волновой функции, соответствующей только вылетающим из ямы частицам. Такое решение, во-
обще говоря, нарушает унитарность эволюции. Оно может существовать только с комплексной энергией (и мнимая часть
как раз будет определять ширину уровня); а кроме того, оно не может быть нормируемо (на одной из бесконечностей оно
будет экспоненциально расходиться). Поэтому такое решение, вообще говоря, не принадлежит базису, и по таким реше-
ниям нельзя раскладываться. Тем не менее, само наличие таких решений является признаком наличия метастабильных
состояний.

Квазиклассическое приближение Рассмотрим с точки зрения квазиклассического приближения метастабильные
состояния в исследуемой яме. Используя полностью аналогичные предыдущей задаче сшивки, мы можем написать сле-
дующее соотношение:

|ψIV 〉 = Â−1σ̂x︸ ︷︷ ︸
x3

Ŝ32︸︷︷︸
III

Âσ̂x︸︷︷︸
x2

Ŝ21︸︷︷︸
II

Â−1︸︷︷︸
x1

|ψI〉

При этом Ŝ21 =

(
eS21 0

0 e−S21

)
, Ŝ32 =

(
e−iS32 0

0 eiS32

)
; в области I имеется только выходящая волна |ψI〉 =

(
0
1

)
, а

в области IV — только затухающая, |ψIV 〉 =

(
0
ψIV

)
. Этих условий опять же оказывается достаточно, чтобы написать

следующее условие на квазистационарный уровень (тут опять S32 ≡ S0 — квазиклассическое действие в разрешённой
зоне, а S21 ≡ ST — «туннельное» действие):

4e2ST+2iS0 − e2iS0 + 4e2ST + 1 = 0

что, после тривиальных преобразований, приводится к виду:

4e2ST cosS0 − i sinS0 = 0⇒ cot(S0(E)) =
i

4
e−2ST (E)

(где аналогично ST ≡ S21 — «туннельное» действие, а S0 ≡ S32). Как и раньше, в ведущем приближении S(E
(0)
n ) = π(n+

1
2 ) отвечало ведущему приближению — правилу Бора-Зоммерфельда; а при разложении, мы получаем En = E

(0)
n − iΓn

2 ,
причём:

Γn =
~ω
2π
e−

2
~
∫ b
a
|pE(x)|dx

Время жизни такого уровня даётся τ = Γ−1 ≡ D−1T , где T = 2π
ω — период классического движения, а D =

exp(−2
∫
|p(x)|dx) — туннельная проницаемость потенциального барьера. Таким образом, полученный результат имеет

сугубо классическую интерпретацию: в яме колеблется классическая частица, и каждый раз отражаясь от точки поворо-
та, она может протуннелировать с конечной вероятностью D. При этом среднее число соударений со стенкой будет равно
D−1, а время жизни — D−1T .
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Адиабатическое приближение в задаче Ландау-Зенера
Напомним, что на позапрошлом семинаре, в частности, обсуждалось нестационарное адиабатическое приближение; оно
описывает ситуации, когда гамильтониан медленно меняется со временем. При этом важными оказываются мгновенные
собственные состояния гамильтониана, а также траектории мгновенных же уровней энергии En(t). А именно, если в исход-
ный момент времени частица описывалась одной из таких волновых функций, то она будет «следовать» за ней, набирая
в ведущем приближении лишь динамическую фазу

∫
En(t)dt. Переходы же в другие состояния малы; они оказываются

тем меньше, чем больше разница мгновенных уровней энергии между этими состояниями. Основная часть переходов
происходит, когда уровни сближаются на минимальное расстояние. В таком случае, достаточно решать лишь задачу,
описывающую лишь эти два уровня.

(a) Адиабатические уровни энергии и пересечение уровней
(avoided level crossing)

(b) Задача Ландау-Зенера

Рис. 3

Именно такой процесс описывается задачей Ландау-Зенера, гамильтониан которой имеет следующий вид:

Ĥ(t) =

(
αt γ
γ −αt

)
Мгновенные уровни энергии гамильтониана определяются из секулярного уравнения det(Ĥ(t)− E(t)Î) = 0 и дают:

E± = ±
√

(αt)2 + γ2

Задача Ландау-Зенера ставится следующим образом. В момент времени t → −∞, частица находилась в верхнем
адиабатическом, соответствующем энергии E+: |ψ+(t → −∞)|2 = 1. Требуется определить вероятность перехода на
нижний уровень после прохождения такого «пересечения уровней», |ψ−(t→ +∞)|2, в адиабатическом пределе: α� γ2.

Стоит обратить внимание, что в задании к семинару по теории возмущений исследуется обратный предел, α � γ2.
При этом оказывается наоборот, частица «проскакивает» через пересечение уровней и оказывается в состоянии ψ−; и
переходов в состояние ψ+ оказывается мало.

Кроме всего прочего, задача эта примечательна ещё и тем, что она допускает точное решение при помощи функций
параболического цилиндра, или при помощи гипергеометрической функции; ответ для вероятности перехода известен и
равен P− = exp

(
−π γ

2

α

)
.

Решение (адиабатическое приближение) В вычислениях удобно использовать «гиперболическую» параметризацию

αt = γ sinh θ. При этом E± = ±γ cosh θ, а гамильтониан имеет вид Ĥ(t) = γ

(
sinh θ 1

1 − sinh θ

)
. Мгновенно собственные

волновые функции, нормированные на единицу, имеют следующий вид:

Ĥ(t) |ψ+(t)〉 = E+(t) |ψ+(t)〉 ⇒ |ψ+(t)〉 =
1√

2 cosh θ

(
eθ/2

e−θ/2

)

Ĥ(t) |ψ−(t)〉 = E−(t) |ψ−(t)〉 ⇒ |ψ−(t)〉 =
1√

2 cosh θ

(
e−θ/2

−eθ/2
)

Нам требуется решить нестационарное уравнение Шрёдингера i∂t |ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉. Следуя логике адиабатического
движения, перейдём к «представлению взаимодействия» в базисе этих волновых функций; а именно, выделим «динамиче-
ские фазы» exp(−i

∫ t
0
E±(τ)dτ) и сделаем разложение |ψ(t)〉 = c+(t) exp(−i

∫ t
0
E+(τ)dτ) |ψ+(t)〉+c−(t) exp(−i

∫ t
0
E−(τ)dτ) |ψ−(t)〉

и сделаем подстановку в уравнение Шрёдингера. Отдельно, правая и левые части УШ равны:
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i∂t |ψ(t)〉 = e−i
∫ t
0
E+(τ)dτ (i∂tc+ |ψ+〉+ E+c+ |ψ+〉+ c+∂t |ψ+〉) + (+ 7→ -)

Ĥ(t) |ψ(t)〉 = E+c+ |ψ+〉+ E−c− |ψ−〉

При этом видно, что «быстрые» множители, связанные с E±, сокращаются (ради чего, собственно, и выделялись
динамические фазы). Спроецируем УШ на 〈ψ±| (учтя, что они ортогональны), и переходя к переменной θ, мы получаем:{

i∂θc+ = −c+ 〈ψ+| ∂θ |ψ+〉 − c−e−i
∫ t
0

(E−(τ)−E+(τ))dτ 〈ψ+| ∂θ |ψ−〉
i∂θc− = −c− 〈ψ−| ∂θ |ψ−〉 − c+e−i

∫ t
0

(E+(τ)−E−(τ))dτ 〈ψ−| ∂θ |ψ+〉

Введём величины Aij = 〈ψi| ∂θ |ψj〉. Диагональные при этом тривиально равны нулю A++ = A−− = 0; а оффдиагональ-
ные даются A+− = − 1

2 cosh θ и A−+ = 1
2 cosh θ . Поэтому, окончательно, точные уравнения на переменные c± записываются

следующим образом: {
i∂θc+ = c−

exp(2i
∫ t
0
E+(τ)dτ)

2 cosh θ

i∂θc− = −c+
exp(−2i

∫ t
0
E+(τ)dτ)

2 cosh θ

В ведущем адиабатическом приближении, c(0)
+ (t) = 1 и c(0)

− (t) = 0. Исследуем поправки к этому по большому параметру
γ2

α � 1. Динамическая фаза устроена как 2
∫ t

0
E+(τ)dτ = 2γ2

α

∫ θ
0

cosh2 θdθ = γ2

α (θ+ 1
2 sinh 2θ); тем самым, интегрируя второе

уравнение, мы получаем:

c
(1)
− (∞) ' i

∫ ∞
−∞

e−i
γ2

α (θ+ 1
2 sinh 2θ)

2 cosh θ
dθ

Интегрируется быстро-осциллирующая экспонента, помноженная на медленную огибающую. При этом на контуре
интегрирования у осцилляций нет стационарной фазы. Это означает, как правило, что ответ будет экспоненциально мал2.
На самом деле, характер интеграла определяется поведением его в комплексной плоскости. В данном случае для оценки
этого интеграла можно применить комплексный метод перевала. Стационарная точка определяется следующим условием:
f(θ) = −i(θ+ 1

2 sinh 2θ); f ′(θ) = −i(1+cosh 2θ) = 0⇒ θ = − iπ2 ; f(θ) = −π2 . Поэтому, с экспоненциальной точностью, можно
модифицировать контур интегрирования так, чтобы он проходил через стационарную точку. В таком случае, амплитуда с
экспоненциальной точностью оценивается как c−(∞) ∼ e−πγ2/2α, а вероятность P− ∼ e−πγ

2/α. Тот факт, что стационарная
точка совпадает с полюсом подынтегрального выражения модифицирует лишь предэкспоненту.

Этот интеграл можно было бы взять и точнее (что мы и обсудим на одном из будущих занятий); однако это всё равно
оказывается за пределами точности адиабатического приближения, которое даёт лишь верный экспоненциальный фактор.
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2Простейший пример: интеграл I(a) =
∫∞
−∞

eiax

x2+1
dx = πe−|a|
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