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Ôàçà Áåððè ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññå (èñòîðè÷åñêîå ââåäåíèå)

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàíHR, çàâèñÿùèé îò íàáîðà êîíòèíóàëüíûõ ïàðàìåòðîâR è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó áàçèñ ñîáñòâåííûõ

ñîñòîÿíèé, êîòîðûå òàêæå çàâèñÿò îò R è ïåðå÷èñëÿþòñÿ èíäåêñîì n:

HR |nR〉 = En,R |nR〉 . (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü En,R è |nR〉 îò R ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé (íî ýòîãî íå âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ
âî âñåé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ), ÷òî îäíîçíà÷íî çàäàåò En,R ïðè îòñóòñòâèè âûðîæäåíèÿ. Îäíàêî âûáîð âîëíîâûõ ôóíêöèé
ïî-ïðåæíåìó íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì, òàê êàê ìîæíî ïåðåéòè ê àëüòåðíàòèâíîìó íàáîðó, îòëè÷àþùåìóñÿ íà ôàçîâûé

ìíîæèòåëü, êîòîðûé ìîæåò ãëàäêî çàâèñåòü îò R: |nR〉 → |nR〉 eiϕ(R).
Ðàíåå (ñì. ñåìèíàð ïî àäèàáàòèêå) ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìîé, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

ñèñòåìû ñëåäóåò çà ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ìãíîâåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðè ìåäëåííîì (ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì äî

áëèæàéøåãî óðîâíÿ) èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ R(t):

|ψn(t = 0)〉 =
∣∣nR(0)

〉
,

|ψn(t)〉 = cn(t) exp

(
−i
ˆ t

0

En,R(t′)dt
′
) ∣∣nR(t)

〉
.

Çäåñü áûë âûíåñåí ñòàíäàðòíûé äèíàìè÷åñêèé ôàçîâûé ìíîæèòåëü exp
(
−i
´ t

0
En,R(t′)dt

′
)
, ñâÿçàííûé ñ ýâîëþöèåé

ñèñòåìû âî âðåìåíè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îñòàâøèéñÿ êîýôôèöèåíò c(t) òàêæå ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè è ïîä÷èíÿåòñÿ

óðàâíåíèþ (ñì. òîò æå ñåìèíàð):

ċn(t) = −cn(t)

〈
nR(t)

∣∣∣∣ ∂∂t
∣∣∣∣nR(t)

〉
.

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

|ψn(t)〉 = exp (iγn) exp

(
−i
ˆ t

0

En,R(t′)dt
′
)
|ψn(t = 0)〉 ,

ãäå

γn = i

ˆ t〈
nR(t′)

∣∣∣∣ ∂∂t′
∣∣∣∣nR(t′)

〉
dt′.

Âåëè÷èíà γn è íàçûâàåòñÿ ôàçîé Áåððè.

Ôàçà Áåððè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ

Ïóòåì ïðîñòîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ôàçû Áåððè â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà â ïðîñòðàíñòâå

ïàðàìåòðîâ:

γn = i

ˆ
C

〈nR |∇R|nR〉 dR.
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Çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè ïðîõîæäåíèÿ çàäàííîé òðàåêòîðèè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó ôàçà Áåððè
ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ôàçîâûì ìíîæèòåëåì. Îí ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì â ñâÿçè ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ

âûáîðà |nR〉. Îäíàêî, â ñëó÷àå çàìêíóòîãî êîíòóðà C ôàçà Áåððè ñòàíîâèòñÿ êóäà áîëåå õîðîøî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè çàìåíå |nR〉 → |nR〉 eiϕ(R) ôàçà Áåððè ìåíÿåòñÿ, êàê γR → γR−

´
C
dR ·∇Rϕ(R), à èíòåãðàë îò ãðàäèåíòà

ðàâåí íóëþ, åñëè ôóíêöèÿ ϕ(R) çàäàíà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Ïîñëåäíåå, îäíàêî, íå âñåãäà âåðíî.
Íàïîìíèì òàê æå, ÷òî âûðàæåíèå 〈nR |∇R|nR〉 ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì (äåéñòâèòåëüíî, 〈nR |∇R|nR〉∗ = (∇R |nR〉)+ |nR〉 =

−〈nR |∇R|nR〉, ãäå áûëî èñïîëüçîâàíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ýòî ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåò âåùåñòâåííîñòü γn, êîòîðàÿ
îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè (óíèòàðíîñòü ýâîëþöèè). Òàêæå ÿñíî, ÷òî äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé,
çàâèñÿùèõ òîëüêî îò êîîðäèíàò è íå íåñóùèõ (ïñåâäî)ñïèíîâîãî èíäåêñà, ôàçà Áåððè ðàâíà íóëþ â òîì, ñëó÷àå, åñëè èìååòñÿ
ñèììåòðèÿ ãàìèëüòîíèàíà îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè (òàê êàê âîëíîâûå ôóíêöèè ìîæíî âûáðàòü âåùåñòâåííûìè).

Ïîëåçíî ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ ñâÿçíîñòü (èëè âåêòîð-ïîòåíöèàë) Áåððè AR:

AR =i 〈nR |∇R|nR〉 , (2)

èíòåãðàë êîòîðîé ïî êîíòóðó äàåò ôàçó Áåððè: γn = i
´
C

AR·dR. Ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè Áåððè âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû âåêòîð-
ïîòåíöèàëó â ýëåêòðîäèíàìèêå1. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ñòîêñà è çàïèñàòü èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó
êîíòóðó ÷åðåç èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè, íàòÿíóòîé íà ýòîò êîíòóð:

γn = i

ˆ
dSij Ωij ,

Ωij = ∂iAj − ∂jAi .

Âåëè÷èíà Ωij íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé Áåððè. Îíà ïîõîæà íà òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
2.

Âû÷èñëåíèå ôàçû Áåððè äëÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó, çàäàííóþ ãàìèëüòîíèàíîì

H = d · σ.

Îí çàâèñèò îò òðåõ ïàðàìåòðîâ dx, dy, dz (ïîñòîÿííûé ñäâèã ýíåðãèè íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà). Ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè
âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êðèâèçíû Áåððè (àíàëîã ìàãíèòíîãî ïîëÿ): (Ω)i = εijkΩjk. Çäåñü

Ω = rotA.

Ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì: d = d (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ). Óðîâíè ýíåðãèè ðàâíû E± = ±d. Èç ñòàíäàðòíîãî
êóðñà êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíû ñîáñòâåííûå âåêòîðà (èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäåéñòâîâàâ ìàòðèöåé ïîâîðîòà íà ñîáñòâåííûå

ñîñòîÿíèÿ (1 0)T è (0 1)
T
ïðè dx = dy = 0). Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé ñîáñòâåííûé âåêòîð èìååò âèä (îáðàòèòå

âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïî ïàðàìåòðàì θ, ϕ ïðè θ → π):

|−〉 =

(
e−iϕ sin θ

2

− cos θ2

)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ (2) ïîëó÷àåì äëÿ ñâÿçíîñòè Áåððè â êîîðäèíàòàõ (d, θ, ϕ):

Ad = 0, Aθ = 0, Aϕ = sin2 θ

2
.

Äëÿ êðèâèçíû Áåððè â âåêòîðíîé ôîðìå:

Ωd =
1

2
sin θ, Ωθ = 0, Ωϕ = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî Ω ‖ d. Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (dx, dy, dz) . Òîíêîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî Ω � àêñèàëüíûé

âåêòîð (ïñåâäîâåêòîð), ïîýòîìó ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ J = d2 sin θ:

Ω =
1

2

d

d3
.

Òå, êòî çàáûë ýòî ïðàâèëî ðàáîòû â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ìîãóò ïðåîáðàçîâûâàòü Ω â òåíçîðíîé ôîðìå:

íàïðàâèì îñü z âäîëü d, âû÷èñëèì Ωdx,dy = ∂(θ,ϕ)
∂(dx,dy)Ωθ,ϕ.

1à òàêæå ñâÿçíîñòè (ñèìâîëàì Êðèñòîôôåëÿ) â òåîðèè ãðàâèòàöèè.
2è íà òåíçîð êðèâèçíû â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
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Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû êðèâèçíà Áåððè rotA = 〈∇ψ |×|∇ψ〉 ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ B ïî òàêîìó

æå çàêîíó, êàê è ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ìàãíèòíûì ìîíîïîëåì c çàðÿäîì 1/2, ðàñïîëîæåííûì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Íà ÿçûêå ñïèíà íà÷àëî êîðäèíàò îòâå÷àåò íóëåâîìó B, ïðè ýòîì âîçíèêàåò âûðîæäåíèå óðîâíåé.

Ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ôàçó Áåððè âäîëü çàäàííîãî êîíòóðà, êàê ïîëîâèíó òåëåñíîãî óãëà, îõâàòûâàåìîãî
êîíòóðîì íà åäèíè÷íîé ñôåðå, çàäàííûì âåêòîðîì d/d. Êîíòóð ðàçáèâàåò ñôåðó íà äâå ÷àñòè è äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåëåñíîãî
óãëà ìîæíî áðàòü ëþáóþ ïîëîâèíó: îòâåòû äëÿ ôàçû Áåððè áóäóò îòëè÷àòñÿ íà 4π/2 = 2π è áóäóò ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

1D òîïîëîãè÷åñêèå èçîëÿòîðû. Ôàçà Áåððè â SSH ìîäåëè

Âñïîìíèì SSH ìîäåëü. Êàæäîìó êâàçèèìïóëüñó k ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð d, çàäàþùèé ãàìèëüòîíèàí H = d · σ. Òàê

êàê êîíå÷íûå òî÷êè çîíû Áðèëëþýíà k ∈ [−π, π] îòîæäåñòâëÿþòñÿ, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôàçó Áåððè âäîëü êîíòóðà,
çàäàâàåìîãî áëîõîâñêèì ãàìèëüòîíèàíîì. Âñïîìíèâ åãî ÿâíûé âèä, ïîëó÷èì, ÷òî â òîïîëîãè÷åñêîé ôàçå d/d ïðî÷åð÷èâàåò
ýêâàòîð íà ñôåðå è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçà Áåððè ðàâíà (±)π, à â òðèâèàëüíîé ôàçå îíà ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
òîïîëîãè÷åñêîå ÷èñëî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôàçó Áåððè3.

Ðàññóæäåíèå Äèðàêà î ìîíîïîëå (îòñòóïëåíèå �1)

Âñå èìåþùèåñÿ íàáëþäåíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä â íàøåé âñåëåííîé êâàíòóåòñÿ ñî çíà÷åíèåì
êâàíòà, ðàâíûì ýëåìåíòàðíîìó çàðÿäó e. Ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò óáåäèòåëüíîãî òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ýòîãî ôàêòà,
òàê êàê ñòðóêóòóðà ýëåêòðîäèíàìèêè (êàê êëàññè÷åñêîé, òàê è êâàíòîâîé) äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîëüíûõ çàðÿäîâ
4. Îäíàêî, êàê ïîêàçàë Äèðàê, êîððåêòíîå ââåäåíèå â òåîðèþ ìàãíèòíûõ ìîíîïîëåé âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå êâàíòîâàíèÿ

ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî çàðÿäîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìàãíèòíûé ìîíîïîëü è îïûò ïî òèïó Ààðîíîâà-Áîìà (ñì. ðèñóíîê), â êîòîðîì ÷àñòèöà ñ

çàðÿäîì e ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âäîëü äâóõ èíòåðôåðèðóþùèõ òðàåêòîðèé C1 è C2 âáëèçè ìîíîïîëÿ, òàê ÷òî ïîëíàÿ

êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ àìïëèòóäà ïåðåõîäà åñòü ñóììà àìïëèòóä ïåðåõîäà âäîëü êàæäîãî èç ïóòåé (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ïóòè äàþò îäèíàêîâûé âêëàä): a = a1 + a2. Àìïëèòóäà âäîëü êàæäîãî èç ïóòè åñòü eiS (ñì. ñåìèíàð ïî èíòåãðàëàì

ïî òðàåêòîðèÿì). Èç êóðñà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî âêëàä â äåéñòâèå, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå
÷àñòèöû ñ ïîëåì äàåòñÿ ñëàãàåìûì Sint = e/c

´
Adr, ãäå A � âåêòîð-ïîòåíöèàë. Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ïåðåõîäà

A = c1e
ie
c~
´
C1

Adr
+ c2e

ie
c~
´
C2

Adr
= c1e

iϕ
(

1 + e
ie
c~
´
C

Adr
)
,

ãäå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî c1 è c2 îäèíàêîâû ïî ìîäóëþ. C = C1−C2 � çàìêíóòûé êîíòóð, à ϕ� íåñóùåñòâåííûé ôàçîâûé

ìíîæèòåëü. Èìåííî èíòåãðàë âåêòîð-ïîòåíöèàëà âäîëü êîíòóðà C ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìûì è çàâèñèò îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ϕA = e/ (c~)

´
C

Adr âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ñòîêñà, âûðàæàþùåé ýòó âåëè÷èíó êàê èíòåãðàë îò

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì äâå ïîâåðõíîñòè S1 è S2, íàòÿíóòûå íà C òàê, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå S = S1 +S2

� çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ ìîíîïîëü, à îðèåíòàöèÿ çàäàåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ. Òîãäà äâà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ
äàþò:

ϕ
(1)
A =

e

c~

ˆ
S1

BdS

ϕ
(2)
A = − e

c~

ˆ
S2

BdS

3çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè, êîãäà ÷èñëî íàìîòîê ïðåâûøàåò åäèíèöó.
4â îáîáùåíèÿõ ÊÝÄ, îïèñûâàþùèõ ñèëüíûå è ñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ (òåîðèè ßíãà-Ìèëëñà) êâàíòîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ 'çàðÿäîâ' ÿâëÿåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðèè. Âûäåëåííîñòü ýëåêòðîäèíàìèêè îáóñëîâëåíà ïðîñòîòîé åå êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû U(1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé.
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Ðàçíèèöà â îòâåòàõ äëÿ ôàçû:

ϕ
(1)
A − ϕ

(2)
A =

e

c~

ˆ
S

BdS =
4πeq

c~
,

ãäå q � çàðÿä ìîíîïîëÿ.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ñîâïàäåíèÿ îòâåòîâ äëÿ ôàç ϕ
(1)
A = ϕ

(2)
A , ìîíîïîëü äîëæåí îòñóòñòâîâàòü. Ê ñ÷àñòüþ, ôàçà

îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî 2π, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ ϕ
(1)
A − ϕ

(2)
A = 2πn, ÷òî ïðèâîäèò ê òðåîáâàíèþ:

eq =
c~
2
.

Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ òðåáóåò êâàíòîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.
Ìîæíî ïîìûñëèòü ïàðó ìîíîïîëåé, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé î÷åíü òîíêîé òðóáêîé ìàãíèòíîãî ïîòîêà (òàê íàçûâàåìàÿ

Äèðàêîâñêàÿ ñòðóíà).

Îòñóòñòâèå ãëîáàëüíî îïðåäåëåííîãî âåêòîð-ïîòåíöèàëà

Ïðèìåð Äèðàêà ñ ìîíîïîëåì ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé èëëþñòðàöèåé òîãî, ÷òî íà íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñóùåñòâóþò ïîëåâûå
êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå íå äîïóñêàþò âûáîðà ãëîáàëüíî õîðîøî îïðåäåëåííîãî âåêòîð-ïîòåíöèàëà (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå

ìíîãîîáðàçèå � ýòî òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âûêîëîòîé òî÷êîé). Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêðûòü ìíîãîîáðàçèå àòëàñîì èç

êàðò, â êàæäîé èç êîòîðûõ âåêòîð-ïîòåíöèàë õîðîøî îïðåäåëåí, à íà ïåðåñå÷åíèè êàðò îí îòëè÷àåòñÿ êàëèáðîâî÷íûì

ïðåîáðàçîâàíèåì.
Ìíîãîîáðàçèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ êëàññàìè ×åðíà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò íàëè÷èå òàêèõ íåòðèâèàëüíûõ êîíôèãóðàöèé.

Íà çàäàííîì ìíîãîîáðàçèè êàæäàÿ ïîëåâàÿ êîíôèãóðàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì òîïîëîãè÷åñêèì ÷èñëîì ×åðíà,
õàðàêòåðèçóþùèì ïðåïÿòñòâèÿ ê ïîñòðîåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ãëîáàëüíîãî âåêòîð-ïîòåíöèàëà. Ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì
îïèñàíèåì ýòèõ ñóùíîñòåé çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ âåêòîðíûõ (èëè ëèíåéíûõ) ðàññëîåíèé.

2D òîïîëîãè÷åñêèå ÿâëåíèÿ. Àðãóìåíò Ëàôëèíà ñ ïîòîêîì

Ïîïóëÿðíûé àðãóìåíò Ëàôëèíà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíûé èçîëÿòîð (σxx = σyy = 0), â êîòîðîì íåò êâàçè÷àñòèö

ñ äðîáíûì çàðÿäîì, îáëàäàåò ïîïåðå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ σxy, êâàíòîâàííîé â åäèíèöàõ êâàíòà êîíäàêòàíñà
5: σxy = GQ · l,

GQ = e2/ (2π~).

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé èçîëÿòîð, ñâåðíóòûé â öèëèíäð ðàäèóñà r. Íàïðàâèì îñü x âäîëü îñè öèëèíäðà, îñü y � âîêðóã

îñíîâàíèÿ (âäîëü ýòîé îñè áóäóò ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 2πr · ky = 2πn). Ïóñòü ýòîò öèëèíäð ïðîíèçûâàåò

âîîáðàæàåìûé ñîëåíîèä ñ ìàãíèòíûì ïîòîêîì Φ. Â ñàìîì èçîëÿòîðå ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò, îäíàêî íàëè÷èå ìàãíèòíîãî
ïîòîêà ñêàæåòñÿ íà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ y-êîìïîíåíòû êâàçèèìóëüñà. Âûáåðåì âåêòîð-ïîòåíöèàë ÷èñòî òàíãåíèöèàëüíûì,
Ay = Φ/ (2πr) . Óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ ìîäèôèöèðóåòñÿ: 2πr · (ky + eAy/c) = 2πn. Òîãäà ky = n/r+ eΦ/(2πcr) = (n+ Φ/Φq) /r,
ãäå Φq = 2π~c/e � êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîïóñêàíèå öåëîãî ÷èñëà êâàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà íå
ìåíÿåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ, â êîòîðîì ìàãíèòíûé ïîòîê Φ(t) ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì îò íóëÿ äî çíà÷åíèÿ êâàíòà Φq. Ñ îäíîé

ñòîðîíû, èçìåíåíèå ïîòîêà èíäóöèðóåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íàïðàâëåííîå âäîëü îñè x. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ôàðàäåÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÝÄÑ Ey = Φ̇/c. Òàê êàê σyy = 0 (è ýòî âàæíî!), îíà âûçûâàåò òîê òîëüêî â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè:

Ix = σxyEy. Ïîëíûé ïðîòåêøèé çàðÿä ðàâåí Q =
´
Idt = σxy/c

´
Φ̇dt = σxyΦq/c. Ïðîòåêøèå çàðÿäû ñêàïëèâàåòñÿ íà

îñíîâàíèÿõ è íå ìîãóò ðåêîìáèíèðîâàòü, òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ âåùåñòâî-èçîëÿòîð!
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ê êîíöó ïðîöåññà ãðàíóñëîâèÿ âîçâðàùàþòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå è âñå, ÷òî ìîãëî èçìåíèòüñÿ �

ýòî ëèøü çàñåëåííîñòè ñîñòîÿíèé êâàçè÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû çàðÿä ìîã íàêîïèòüñÿ íà îñíîâàíèÿõ,
îíè äîëæíû îáëàäàòü êðàåâûìè ñîñòîÿíèÿìè. (Åñëè êðàåâûõ ñîñòîÿíèé íåò, òî σxy = 0. ) Òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî çàðÿä âñåõ êâàçè÷àñòèö êðàòåí ýëåìåíòàðíîìó çàðÿäó e, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q = le, ãäå l � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà

σxy = lec/Φq = le2/(2π~) = GQ · l.
Êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ òàêîãî òèïà íàçûâàþò êèðàëüíûìè (chiral), òàê êàê îíè ïåðåíîñÿò çàðÿä òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè.

Îíè äîëæíû áûòü áåñùåëåâûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû îñóùåñòâëÿòü òðàíñïîðò. Òðàíñïîðò çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì (òàê
êàê ïðîèñõîäèò âäîëü óçêîãî êàíàëà âáëèçè ãðàíèöû).

5êîíäàêòàíñ � ýòî âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ñîïðîòèâëåíèþ. Äâóìåðíàÿ ïðîâîäèìîñòü (îíà æå � ïðîâîäèìîñòü íà êâàäðàò) íå çàâèñèò îò ðàçìåðà
êâàäðàòà è èìååò ðàçìåðíîñòü êîíäàêòàíñà.
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TKNN èíâàðèàíò. Äâóìåðíûé �÷åðíîâñêèé� òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð

Ïîêàæåì, ÷òî ïîïåðå÷íàÿ ïðîâîäèìîñòü σxy èçîëÿòîðà çàäàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ÷èñëîì, ðàâíûì èíòåãðàëó îò êðèâèçíû

Áåððè ïî âñåé çîíå Áðèëëþýíà (ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî çàïîëíåííûì çîíàì), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ TKNN (Thouless-
Kohmoto-Nightingale-den Nijs) èíâàðèàíòîì:

σxy =
e2

h

1

2π

ˆ
dkxdky Ω(kx, ky). (3)

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë îò ðîòîðà ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè âñåãäà äîëæåí çàíóëÿòüñÿ, îäíàêî
ýòî íå òàê â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ãëîáàëüíî îïðåäåëåííîé ãëàäêîé ñâÿçíîñòè Áåððè, ñîîòâåòñòâóþùåé
çàäàííîé êðèâèçíå. Îá ýòîì ãîâîðèëîñü âûøå è áûëî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ïðèìåðå Äèðàêîâñêîãî ìîíîïîëÿ è ñïèíà 1/2
â ìàãíèòíîì ïîëå.

Äëÿ âûâîäà TKNN ôîðìóëû âîñïîëüçóåìñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ìåíÿòü ñîáñòâåííûå
ýíåðãèè áëîõîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà, íå ìåíÿÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è íå çàêðûâàÿ ùåëü, òî íå áóäåò ìåíÿòüñÿ íè ïðàâàÿ
÷àñòü (3) (îíà çàâèñèò òîëüêî îò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, íî íå çíà÷åíèé), íè ëåâàÿ, êîòîðàÿ ñîãëàñíî àðãóìåíòó Ëàôëèíà
ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàííûì ÷èñëîì è íå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïðè íåïðåðûâíûõ äåôîðìàöèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðâûíîé
äåôîðìàöèåé ñäåëàåì ðàññìàòðèâàåìûå çîíû ïîëíîñòüþ ïëîñêèìè, òî åñòü òàêèìè, ÷òîáû ýíåðãèè íå çàâèñåëè îò êâàçèèìóëüñà.
Ýòî ïðèåì íàçûâàåòñÿ óïëîùåíèå çîí (band �attening).

Â ñèñòåìàìè ñ ïëîñêèìè çîíàìè áëàãîäàðÿ âûðîæäåíèþ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàííûå áëîõîâñêèå ñîñòîÿíèÿ (òàê íàçûâàåìûå
ñîñòîÿíèÿ Âàíüå), òàêæå áóäóò ñîáñòâåííûìè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà. Ñäåëàåì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî îäíîé èç êîîðäèíàò è

ðàññìîòðèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ, ëîêàëèçîâàííóþ â x íàïðàâëåíèè:

|n, ky〉 =
∑
kx

eikxn |kx, ky〉 . (4)

Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ëîêàëèçîâàíû âäîëü êîîðäèíàòû x â ðàçìåðàõ ïîðÿäêà îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïðîâåäåì ìûñëåííûé
ýêñïåðèìåíò Ëàôëèíà ñ àäèàáàòè÷åñêèì ïðîïóñêàíèåì, ïðîïóñòèâ ÷èñëî êâàíòîâ ïîòîêà, ðàâíîå ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê
âäîëü íàïðàâëåíèÿ y6. Â òàêîì ýêñïåðèìåíòå, ky ñäåëàåò ïîëíûé öèêë ïî çîíå Áðèëëëþýíà (ñì. ðèñ.) è êàæäàÿ |kx, ky〉
êîìïîíåíòà â ðàçëîæåíèè (4) ïîëó÷èò ôàçîâûé ìíîæèòåëü, ñîäåðæàùèé êàê äèíàìè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþΘ(kx) = −

´
dtEkx,ky(t),

òàê è ãåîìåòðè÷åñêóþ ôàçó Áåððè γC(kx), Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ýâîëþöèè áóäåì èìåòü:

|n, ky〉Ny·Φ0
=
∑
k

eikneiγC(kx)+iΘ(kx) |kx, ky〉 .

Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü åäèíîé ãëàäêîé ñâÿçíîñòè Áåððè íà âñþ çîíó Áðèëëþýíà,
ìîæåò áûòü òàê, ÷òî γC(kx = −π) 6= γC(kx = π) (ïðè ýòîì âñåãäà Θ(kx = −π) = γC(Θ = π), òàê êàê äèíàìè÷åñêèå ôàçû
îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ýíåðãèÿìè). Ïóñòü γC(kx = π) − γC(kx = −π) = 2πW . Çàâèñèìîñòü γ(kx) íå îáÿçàíà áûòü ëèíåéíîé,
îäíàêî ìû ìîæåì åùå ðàç ïîìåíÿòü ñîáñòâåííûå ýíåðãèè ãàìèëüòîíèàíà è ïîäîáðàòü Θ(kx), äîáèâøèñü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
îò kx ñóììû äèíàìè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ôàç: γ(kx) + Θ(kx) = W · kx (ñì. ðèñ.).

Òîãäà

|n, ky〉Ny·Φ0
=
∑
k

eikneiWkx |kx, ky〉 .

6àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ ïðîïóñêàíèå îäíîãî êâàíòà ïîòîêà, íî â ñèñòåìå, ñîäåðæàùåé ðîâíî îäíó ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó âäîëü îñè

y, êàê áû äèêî ýòî íå çâó÷àëî.
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Ñîñòîÿíèå ïåðåìåñòèëîñü íà W ýëåìåíòàíûõ ÿ÷ååê. Äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû n âäîëü x èìååòñÿ Ny ñîñòîÿíèé (Ny �
÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê âäîëü y), ïîýòîìó ïîëíûé ïåðåíåñåííûé çàðÿä ðàâåí WNy (íî è ïðîïóùåíî áûëî NyΦ0 êâàíòîâ

ïîòîêà). Èç àðãóìåíòà Ëàôëèíà ñëåäóåò êâàíòîâàíèå W è ôîðìóëà TKNN. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ñòîêñà

W =
1

2π
[γC(kx = π)− γC(kx = −π)] =

1

2π

ˆ
dkxdky Ω(kx, ky).

Òîïîëîãè÷åñêèå èçîëÿòîðû ñ íåíóëåâûì TKNN èíâàðèàíòîì íàçûâàþòñÿ ×åðíîâñêèìè èçîëÿòîðàìè è âñòðå÷àþòñÿ â

ñèñòåìàõ ñ íàðóøåííîé ñèììåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè.

Êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà (îòñòóïëåíèå �2)

Ê êëàññó äâóìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ Z−èçîëÿòîðîâ áåç ñèììåòðèè ïî îáðàùåíèþ âðåìåíè (èçîëÿòîð ×åðíà) òðàäèöèîííî
îòíîñÿò êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà. Ìåæäó òåì, �íàñòîÿùèé� êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà � ýòî áîëåå ñëîæíîå ÿâëåíèå, äëÿ
êîòîðîãî ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ íåïåðòóðáàòèâíûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì áåñïîðÿäêà â ñèñòåìå (ñëó÷àéíûå
ïðèìåñè, äèñëîêàöèè ðåøåòêè è ïð.). Ïîïðîáóåì ñ ýòèì ðàçîáðàòüñÿ.

Ðàññìîòðèì â íà÷àëå ñèñòåìó áåç áåñïîðÿäêà. Êàê èçâåñòíî, ãàç ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ â ìàãíèòíîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèëüíî âûðîæäåííûõ óðîâíåé Ëàíäàó, êîòîðûå â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïåíè çàïîëíåíû ÷àñòèöàìè.
Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåëüòà-ôóíêöèé (ñì. ðèñ.). Òàêàÿ ñèñòåìà äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çîííûé èçîëÿòîð, åñëè óðîâåíü Ôåðìè íàõîäèòñÿ â ùåëè. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
òîïîëîãè÷åñêîå ÷èñëî (è, ñëåäîâàòåëüíî ïîïåðå÷íàÿ ïðîâîäèìîñòü σxy â åäèíèöàõ êâàíòà ïðîâîäèìîñòè) ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó
çàïîëíåííûõ óðîâíåé Ëàíäàó. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòü σxy îò õèìïîòåíöèàëà µ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòóïåí÷àòóþ
ôóíêöèþ, ÷òî èíîãäà îøèáî÷íî ñ÷èòàþò îáúÿñíåíèåì êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà.

Íà ñàìîì äåëå, â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàåòñÿ ñòóïåí÷àòàÿ çàâèñèìîñòü σxy íå îò µ, à îò çàòâîðíîãî íàïðÿæåíèÿ ïîä

èññëåäóåìûì äâóìåðíûì îáðàçöîì, êîòîðîå îïðåäåëÿåò çàðÿä â íåì è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíöåíòðàöèþ n (ïðåäñòàâüòå, ÷òî
ñèñòåìà çàòâîð-îáðàçåö � ýòî êîíäåíñàòîð, íà êîòîðûé ïîäàíî ôèêñèðîâàííîå íàïðÿæåíèå). Çàâèñèìîñòü õèìïîòåíöèàëà
îò êîíöåíòðàöèè òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü σxy îò êîíöåíòðàöèè n âîâñå íå
îáÿçàíà áûòü ñòóïåí÷àòîé. Ìîæíî ïîêàçàòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è â êëàññè÷åñêîì (äðåéôóþùèå
îðáèòû) è â êâàíòîâîì ñëó÷àÿõ; ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ïåðòóðáàòèâíûì ïîïðàâêàì

ïðè ââåäåíèè áåñïîðÿäêà.
Äëÿ îáúÿñíåíèÿ êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü íåïåðòóðáàòèâíûå ýôôåêòû ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ðàçìûâàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (çîíû äàæå ìîãóò íà÷àòü ïåðåêðûâàòüñÿ). Ïðàêòè÷åñêè
âñå ñîñòîÿíèÿ íå ó÷àñòâóþò â òðàíñïîðòå â ïðåäåëå íóëåâîé òåìïåðàòóðû, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå ôóíêöèè

ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè ñîñòîÿíèÿìè. Îíè ëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå è èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèå õâîñòû.
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Âìåñòå ñ òåì, îò êàæäîãî óðîâíÿ Ëàíäàó îñòàåòñÿ ðîâíî îäíî êðàåâîå äåëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå è îáåñïå÷èâàåò
ïîïåðå÷íóþ ïðîâîäèìîñòü. Ïðè ýòîì òîê òå÷åò âäîëü îäíîìåðíîé ãðàíèöû îáðàçöà â ôèêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè7.

Çíàìåíàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â êâàíòîâîì ýôôåêòå Õîëëà íàáëþäàåòñÿ êâàíòîâàíèå ïðîâîäèìîñòè ñ òî÷íîñòüþ

äî 10−8 ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå ñóùåñòâåííîãî áåñïîðÿêà, êîòîðûé íå óõóäøàåò íàáëþäàåìûé ýôôåêò, à, íàïðîòèâ, åãî
îïðåäåëÿåò.

Àíîìàëüíàÿ ñêîðîñòü

Âñïîìíèì êëàññè÷åñêèå óðàâåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ýëåêòðè÷åñêîì E = −∇ϕ è ìàãíèòíîì B ïîëÿõ (â ñòàíäàðòíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ):

ṗ =eE +
e

c
[v,B] ,

ẋ =
1

m
p.

Îáîáùàÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé äèñïåðñèè ε(p) è ââîäÿ ïîëíóþ ýíåðãèþ E(x,p) = ε(p) + eϕ (x), çàïèøåì óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ṗ =− ∂E
∂x

+
e

c
[ẋ,B] ,

ẋ =
∂E
∂p

.

Â òàêîì âèäå îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñ �äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíîì�, çàâèñÿùèì îò ìàãíèòíîãî

ïîëÿ. Ôîðìóëà íåñèììåòðè÷íà è íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî è â ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò êîîðäèíàòû òàêæå ìîæåò

ñóùåñòâîâàòü äîïîëíèòåëüíûé âêëàä. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñèñòåìàõ (íàïðèìåð, äëÿ êâàçè÷àñòèö) ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé

Áåððè Ω òàê è ïðîèñõîäèò:

ṗ =− ∂E
∂x

+
e

c
[ẋ,B] , (5)

ẋ =
∂E
∂p

+ [ṗ,Ω] .

Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ñïîñîáû âûâîäà ýòèõ óðàâíåíèé. Ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä. Òàêæå ìîæíî
ðàññìîòðåòü ýâîëþöèþ âîëíîâîãî ïàêåòà â ýëòåêðè÷åñêîì ïîëå íà íåáîëüøèõ âðåìåíàõ, êàê ýòî ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü â

äîìàøíåì çàäàíèè.

Ñâîéñòâà êðèâèçíû Áåððè ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè

Âûâåäåì ñâîéñòâà êðèâèçíû Áåððè ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè. Î÷åíü ïðîñòî ïîëó÷èòü èõ èç óðàâíåíèé (5).
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè ẋ→ −ẋ, p→ −p, ṗ→ ṗ è, ñëåäîâàòåëüíî, Ω→ −Ω. Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü
Ω îò êâàçèèìïóëüñà, ïîëó÷èì, ÷òî â ñèñòåìå, îáëàäàþùåé ñèììåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè

Ω (p) = −Ω (−p) . (6)

Òîïîëîãè÷åñêèå èçîëÿòîðû â Ò-èíâàðèàíòíûõ è Ò-íåèíâàðèàíòíûõ ñèñòåìàõ

Â Ò-èíâàðèàíòûõ èçîëÿòîðàõ ñâîéñòâî (6) ïðèâîäèò ê òîìó8, ÷òî èíòåãðàë îò êðèâèçíû Áåððè ïî âñåé çîíå Áðèëëþýíà

ðàâåí íóëþ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì TKNN îçíà÷àåò, ÷òî σxy = 0 è íåò êèðàëüíûõ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé. Ïîñëåäíåå
î÷åâèäíî óæå è èç òîãî, ÷òî îíè îáëàäàþò âûäåëåííûì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ è íå îáëàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðòíåðîì,
äâèæóùèìñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

Îêàçûâàåòñÿ îäíàêî, ÷òî è â òàêèõ èçîëÿòîðàõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîïîëîãè÷åñêè çàùèùåííûå êðàåâûå ìîäû, ïðè÷åì îíè
ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, â êîòîðûõ òðàíñïîðò îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îíè íàçûâàþòñÿ ñïèðàëüíûìè
(helical), â îòëè÷èå îò êèðàëüíûõ. Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ êâàíòîâîõîëëüíûõ ñèñòåì,

7ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé òðàíñïîðò áóäåò îáëàäàòü îñîáûìè ñâîéñòâàìè â ñèëó ñâîåé íåëîêàëüíîñòè, ÷òî áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî

ýêñïåðèìåíòàëüíî, íàïðèìåð, â ÷åòûðåõòî÷å÷åíîé ñèñòåìå èçìåðåíèé.
8äåñü ïðèâåäåíû íåñêîëüêî óïðîùåííûå ðàññóæäåíèÿ. Áîëåå äåòàëüíîå èçëîæåíèå ñì., íàïðèìåð, â êíèãå Bernevig'à
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â êîòîðîì ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ââåðõ è âíèç äâèãàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ (êâàíòîâûé ñïèíîâûé ýôôåêò

õîëëà, QSHE). Â ïðèñóòñòâèè ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è äðóãèõ ÷ëåíîâ â ãàìèëüòîíèàíå íàñòîÿùèé ñïèí ïåðåñòàåò
áûòü õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì, íî êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò îñòàâàòüñÿ â íàëè÷èè áëàãîäàðÿ èõ òîïîëîãè÷åñêîé çàùèòå,
à ðîëü ñïèíà çàíèìàåò ïñåâäîñïèí. Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò â Ò-èíâàðèàíòíûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ Z2-èíâàðèàíòîì,
ïðèíèìàþùèì òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ.
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